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C I V

1 Manipulation de sous-ensembles de [[0,n− 1]]

bool appartient ( bool ∗S , int x )
{

return S [ x ] ;
}
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int ca rd ina l ( bool ∗S )
{

int s = 0 ;

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

i f (S [ i ] )
{

s++;
}

}

return s ;
}
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vo id complementaire ( bool ∗e , bool ∗ ce )
{

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

ce [ i ] = ! e [ i ] ;
}

}

Q03

Il n’y a pas de problèmes de terminaison ici dans la mesure où on est sur une boucle for effectuant un
nombre fini d’itérations.
Pour la correction, on va montrer l’invariant suivant :

I(i) = ∀j ∈ [[0, i− 1]], ce[j] = true ⇐⇒ j ̸∈ e

en identifiant e et le sous-ensemble qu’il représente.

Initialisation Comme [[0,−1]] = ∅, on a directement I(0).
Hérédité Si I(i) est vérifiée en début d’itération, en fin d’itération on passe à i+ 1 et on a placé true dans

ce[i] si et seulement si il y avait false dans e[i] et donc si et seulement si i ̸∈ e, ce qui permet de
prolonger l’invariant et d’obtenir I(i+ 1).

On a donc l’invariant I(n) en sortie de boucle et ainsi ce contient bien le complémentaire.
Remarque : Ici, la vérification est triviale, et c’était plus une question portant sur la méthode.
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bool d i s j o i n t ( bool ∗e1 , bool ∗e2 )
{

bool d i s = t rue ;

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
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{
d i s = d i s && !( e1 [ i ] && e2 [ i ] ) ;

}

return d i s ;
}

Attention : à l’écrit cela ne pose pas de problèmes mais on ne peut pas utiliser union en C car c’est un mot
clé du langage.

vo id reunion ( bool ∗e1 , bool ∗e2 , bool ∗ue )
{

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

ue [ i ] = e1 [ i ] | | e2 [ i ] ;
}

}
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vo id i n t e r s e c t i o n ( bool ∗e1 , bool ∗e2 , bool ∗ i e )
{

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

i e [ i ] = e1 [ i ] && e2 [ i ] ;
}

}
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vo id d i f f e r e n c e ( bool ∗e1 , bool ∗e2 , bool ∗de )
{

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

de [ i ] = e1 [ i ] && ! e2 [ i ] ;
}

}
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int ensemble_vers_entier ( bool ∗e )
{

int u = 0 ;
int p = 1 ;

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

i f ( e [ i ] )
{

u = u + p ;
}

p = p ∗ 2 ;
}

return u ;
}

Q09

vo id ent ier_vers_ensemble ( int u , bool ∗e )
{

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

e [ i ] = u % 2 == 1 ;
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u = u / 2 ;
}

}

bool couver ture ( int ∗ f , int p )
{

bool couv = t rue ;

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

bool pre sen t = f a l s e ;
for ( int j = 0 ; j < p ; j++)
{

bool f j [ n ] ;
ent ier_vers_ensemble ( f [ j ] , f j ) ;
i f ( f j [ i ] )
{

pre sen t = t rue ;
}

}

couv = couv && presen t ;
}
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On va montrer la correction de la boucle intérieure, comme elle termine directement, cela signifie de montrer
qu’elle vérifie

C(i) = present = true ⇐⇒ ∃k ∈ [[0,p− 1]], i ∈ S(f[k])

où S(k) est l’ensemble tel que u(S(k)) = k.
Pour cela, on va prouver l’invariant

I(j) = present = true ⇐⇒ ∃k ∈ [[0, j− 1]], i ∈ S(f[k])

Initialisation Encore une fois, c’est vide donc direct d’avoir I(0) car on a initialisé present à false.
Hérédité Si on a I(j) en début d’itération, deux cas : soit i ∈ S(f[j]) et on met present à true, soit i ̸∈ S(f[j])

et on ne change pas sa valeur, comme par hypothèse elle valait true ⇐⇒ ∃k ∈ [[0, j − 1]], i ∈ S(f[k])
on a encore true ⇐⇒ ∃k ∈ [[0, j]], i ∈ S(f[k]).
On a donc bien I(j+ 1).

Ainsi I(p) = C(i) est vérifié.
On montre alors facilement que I ′(i) = couv =

∧i−1
l=0 ∃k ∈ [[0,p − 1]], l ∈ S(f[k]) est un invariant car vu ce

qu’on vient de montrer, le corps de boucle devient couv = couv ∧ ∃k ∈ [[0,p− 1]], i ∈ S(f[k]).
On a donc I ′(n) = couv =

∧n−1
l=0 ∃k ∈ [[0,p− 1]], l ∈ S(f[k]) ce qui est effectivement la correction.
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bool partition ( int ∗ f , int p )
{

bool couv = t rue ;

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

int compte = 0 ;
for ( int j = 0 ; j < p ; j++)
{

bool f j [ n ] ;
ent ier_vers_ensemble ( f [ j ] , f j ) ;
i f ( f j [ i ] )
{

compte++;
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}
}

couv = couv && compte == 1 ;
}

return couv ;
}

Il suffit de reprendre rapidement la preuve précédente en remplaçant l’invariant de la boucle intérieure par

I(j) = compte = |{ k ∈ [[0, j− 1]] | i ∈ S(f[k]) }|

ce qui permet d’obtenir la correction de la boucle intérieure

C(i) = compte = |{ k ∈ [[0,p− 1]] | i ∈ S(f[k]) }|

et donc compte = 1 ⇐⇒ i appartient à un unique sous-ensemble.
On conclut par le même invariant que précédemment, vu que c’est à nouveau une conjonction.
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2 Points fixes de fonctions à domaine fini

2.1 Recherche de point fixe : cas général

bool admet_point_fixe ( int ∗ t )
{

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

i f ( t [ i ] == i )
{

return t rue ;
}

}
return f a l s e ;

}

Q15

int nb_points_f ixes ( int ∗ t )
{

int nb = 0 ;

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

i f ( t [ i ] == i )
{

nb = nb + 1 ;
}

}

return nb ;
}
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int i t e r e ( int ∗ t , int x , int k )
{

for ( int i = 0 ; i < k ; i++)
{

x = t [ x ] ;
}
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return x ;
}

int nb_po in t s_f i xe s_i t e re s ( int ∗ t , int k )
{

int nb = 0 ;

for ( int i = 0 ; i < n ; i++)
{

i f ( i t e r e ( t , i , k ) == i )
{

nb = nb + 1 ;
}

}

return nb ;
}
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bool admet_at t rac teur_pr inc ipa l ( int ∗ t )
{

for ( int z = 0 ; z < n ; z++)
{

bool a t t r a c t e u r = t rue ;

for ( int x = 0 ; z < n ; z++)
{

/∗ f ^0( x ) , f ^1( x ) , . . . , f ^n ( x ) prennent n+1 v a l e u r s
∗ dans 0 , 1 , . . . , n−1 qu i compte n v a l e u r s d i s t i n c t e s
∗ donc on a deux v a l e u r s é g a l e s . Or , s ’ i l e x i s t e
∗ k<l t e l s que f ^k ( x ) = f ^ l ( x ) et qu ’ on n ’ a pas vu
∗ z , on va r e s t e r bloqu é sur l e s memes va l eu r s à p a r t i r
∗ de k , donc on ne ver ra jamais z . S i au con t ra i r e , z appara i t
∗ a l o r s on r e s t e sur z car c ’ e s t un po in t f i x e .
∗ Dans tous l e s cas , s o i t z n ’ e s t pas a c c e s s i b l e , s o i t f ^n( x ) = z
∗/

a t t r a c t e u r = a t t r a c t e u r && i t e r e ( t , x , n ) == z ;
}

i f ( a t t r a c t e u r )
{

re turn true ;
}

}

re turn f a l s e ;
}
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int temps_de_convergence ( int ∗ t , int x )
{

i f ( t [ x ] == x )
return 0 ;

return 1 + temps_de_convergence ( t , t [ x ] ) ;
}

Q20

/∗ Version naive e t quadra t i que ∗/
int temps_de_convergence_max_n2 ( int ∗ t )Q21



{
int m = 0 ; // a t t e i n t pour l ’ a t t r a c t e u r

f o r ( i n t x = 0 ; x < n ; x++)
{

i n t tx = temps_de_convergence ( t , x ) ;
i f ( tx > m)
{

m = tx ;
}

}

re turn m;
}

/∗ Vers ion l i n é a i r e en c a l c u l a n t rapidement l e s temps
∗ de convergence l e long des va l eu r s p r i s e s par l e s i t é r é s de f
∗/

i n t temps_de_convergence_max ( i n t ∗ t )
{

i n t m = 0 ; // max a t t e i n t pour l ’ a t t r a c t e u r
int temps [ n ] ; // va con ten i r s o i t l e temps pr é c a l c u l é , s o i t −1

for ( int x = 0 ; x < n ; x++)
{

i f ( t [ x ] == x )
{

temps [ x ] = 0 ; // c ’ e s t un po int f i x e
}
e l s e
{

temps [ x ] = −1 ;
}

}

f o r ( i n t x = 0 ; x < n ; x++)
{

i n t i t e r e s [ n ] ; // l e s i t é r é s en partant de x
i n t k = 0 ;
i n t u = x ;
i t e r e s [ k ] = u ;
whi l e ( temps [ u ] < 0)
{

u = t [ u ] ;
k = k + 1 ;
i t e r e s [ k ] = u ;

}
// on e s t tombe sur un po int f i x e
// donc sur l ’ a t t r a c t e u r p r i n c i p a l
for ( int r = k−1 ; r >= 0 ; r−−)
{

temps [ i t e r e s [ r ] ] = 1 + temps [ i t e r e s [ r +1] ] ;
}

i f ( temps [ i t e r e s [ 0 ] ] > m) // c ’ e s t l e p lus grand temps de tous
{

m = temps [ i t e r e s [ 0 ] ] ;
}

}



re turn m;
}

2.2 Recherche efficace de points fixes
Premier cas

bool e s t_cro i s s an t e ( int ∗ t )
{

for ( int i = 0 ; i < n−1 ; i++)
{

i f ( t [ i ] > t [ i +1])
{

return f a l s e ;
}

}

return t rue ;
}
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// s imple recherche dichotomique
int po in t_ f i x e ( int ∗ t )
{

int i = 0 ;
int j = n−1 ;
while ( j − i > 1)
{

int m = ( i+j )/2 ;
i f ( t [m] == m)
{

return m ;
}
else i f ( t [m] < m)
{

j = m ;
}
else
{

i = m ;
}

}

return −1 ; // unreachab le
}
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Voir cours, j− i est un variant de boucle.Q24

Deuxième cas

Comme f est croissante, alors fk est croissante, donc m ⪯ x → fk(m) ⪯ fk(x) = x.Q25

Si p est le pgcd des xi et que y est le plus petit point fixe, on a p|y car y est l’un des xi. On va montrer que
y|p.
Pour cela, on remarque que pour i ∈ [[1,m]], p|xi et par croissance de f, f(p)|f(xi) = xi. Donc f(p) divise
leur pgcd : f(p)|p. La suite (f(p)k) est décroissante et minorée (par 1), donc elle converge par le théorème de
la limite monotone : elle converge mais comme En est fini, elle est nécessairement stationnaire donc il existe
f(p)k point fixe de f. Comme y est le plus petit point fixe, on a y|f(p)k et y|p par transitivité.
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int pgcd_points_f ixes ( int ∗ t )
{

// i l s u f f i t de t rouver l e po in t f i x e a c c e s s i b l e
// depu i s 1
int x = 1 ;

while ( t [ x ] != x )
{

x = t [ x ] ;
}

return x ;
}
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Quand on boucle, comme fk(1)|fk+1(1) et que ces deux nombres sont différents : soit fk+1(1) ⩾ 2fk(1)
(diviseur propre) soit fk+1(1) = 0 (cas trivial qu’on peut ignorer pour le moment).
Comme on double fk(1) à chaque étape et que les valeurs sont ⩽ n, on en effectue au plus logn.
Dans le cas où on obtient 0, on s’arrête à l’itération suivante.

Q28
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